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2. LIMITES DE FUNCIONESY CONTINUIDAD ENR
2.1. FUNCIONES REALES DE VARIABLE REAL

Def: Unafuncion f esunaregla que asigna a cada uno de los nlUmeros X _
de un subconjunto D de R un dnico nimero real f(x) . f:D® f(D)
A De domf selellamadominiodef. yof(x) eselvaorde f en x. X ® yeo f(x)

Imagen o recorridode f es f(D)° imf o {f(x):xi D} .

En ocasiones f admite una expresion algebraica (por gemplo f(x)=[x| , f(x)=senx ,...), pero en otras
no serd expresable ni por una serie de palabras. Una f estara determinadasi conocemostodoslos x de
D ylosvalores y correspondientes. Esto nos lleva a una definicion més tedrica, aungque mas precisa:

Def: | Unafuncién f esun conjunto de pares ordenados que no contiene dos distintos con & mismo primer elemento

[asi, la"funcion [x|" seria{(x,[x]):xI R} (Si no se precisamés, domf es el conjunto de x paralos que f tiene sentido)]

Geométricamente, f se puede representar con un sistema de coordenadas
como un conjunto de puntos (graficade f) en € plano xy . Asi, la gréfica m
de f(x)=mx+b esun conjunto de puntos que constituyen una recta ( m es

su pendientey b sucorteconel ge y). |

A partir de dosfunciones f y g sepueden definir otras funciones f+g, f—g, f.g, f/g y fog:

Def: | (f+9)(x) = f()+g(x) . (F-0)(¥) = f()-0(x) . (F.9)(%) =f(x).g(x) para x| domfGdomg
(fl9)(x) :g())% para XI domf C domgC{x:g(x)* O}

(fog)(x) = f[g(X)] (composiciéndefy g) para x talesquexi domg y g(x)I domf

[sumay producto de funciones, como es inmediato ver, son conmutativas, asociativas y hay distributiva; la
composicién es asociativa, pero no conmutativa: si f(x)=x2 y g(x)=2x setiene que (fog)(x)=4x21 2x2=(gof)(x) ]

Def: | f esinyectivaen Al R s f(x)=f(x*) b x=x* " xI A [osea x!x* b frf(e)] | -1: f(AX® A

Si f:xx® y=f(x) esinyectivaexistelafunciéninversa f-1:y® x=f-1(y) y=f(x)® x=f"1(y)
[en términos de pares ordenados f~1={(y,x):(x.y)i f} ]. Propiedades inmediatas: /
—1=j imf-1= -1 = -1 =
domf-1=imf , imf-1=domf , (f-1of)(Xx)=(fof~1)(x)=x y=F(x) / /
Lagréficadefy ladef~1 son simétricas respecto a larecta y=x [pues (x.y)
e (y,x) loson]. Paraescribir explicitamente y=f~1(x) (si se puede) se despeja /_l/
la x enfuncionde y de y=f(x) y se cambia el nombre a las variables [por y=f (x)
giemplo, lainversade y=x3-5 es y=(x+5)1/3 (pues x=(y+5)1/3 a despgjar)].

Def: f esedrictamentecrecienteen A s " X, x*1T A con x<x* setiene f(x)<f(x*)
estrictamente decreciente f(x)>f(x*)
creciente f(X)EF(x*)
decreciente f(x)3 f(x*)

Cuaquierade ellas se dice monétona (estrictamente mondétonas, 1as dos primeras)

Ejemplos: f(x)=[x]= méaximo entero£ x 3 f(X)=[x| es estrictamente

[llamada " parte entera de x"] 2 decreciente en { xE0Q} Q V.
escreciente en todo R 1 y estrictamente
[no estrictamente] Il_> P53 creciente en {x3 0}
-1

[posee por tanto funcién inversa)

[Paraver que unafuncién es mondtona (y por tanto inyectivay con inversa) acudiremos en el futuro alas derivadas].
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Definicion y gréficas de las funciones elementales:

y:Xn , y:Xlln:{l/;(

, NN

Si nimpar, y=x" esinyectivaentodoR y f(R)=R .
Suinversa x/" estadefinidaen R y suimagen esR.

Si n par, no esinyectivaen R. Se llama entonces y=x

1/n

alainversade y=x" regtringidaal intervalo [0,¥), con
loquela y=x1/n tiene por dominio eimagen [0,¥) .

(y:—xll N npar, eslainversade y=x" restringidaa (—¥,0])
1/x? Ux?
1 U
y:x_n :% 1/x
, TN |® 1
y:X—lln:ﬁ
X
IR
Las curvas (conicas):
2 2
2 2 _ p2 X —
(x-a) + (y-b)* = R 2=l
(circunferencia) (lipse)

M

a

.
_b/

N o definen una Unica funcion (por emplo, () define dos: y=

b

a

23 3!
T T
x2 _y2 _ y2 _ x2 _
2 -1 w21
(hipérbolas)

N/

Veé—x2 e y= —g\/ 2-x2 ,xi [-ad).

Exponencialesy logaritmos: b* esfacil dedefinirsi xi Q [b™" :\/b_r“] peronos x esirracional
(y por tanto logyx tampoco esta definido). Definiremos primero el logaritmo neperiano asi:

X dt

q

logx e Inx=

para x>0 [logx serasiempre neperiano, el decimal logigx no se utilizara)

gue es laforma maés corta de definirlo, aunque habria que esperar alas integrales para deducir todas
sus propiedades. Admitimos que logx es estrictamente creciente en { x>0} y que suimagen esR.

También admitimos las propiedades cléasicas: log(a.b)=loga+logb, Iogél =loga- ogb, Iog(ab):bloga ,Siab>0]
b

A partir de lafuncion logaritmo, definimos:

X

e

eslainversade logx (dom=R,m=R")

Xbo eblogx pXo exlogb

x>0,

(b>0)" X,

ogy | (BPOb DX>0

[se podrian deducir b0=1, b**Y=b*tY

X)Y=6Y | ...

\

B'(b>1)

| 0gx (b>1)

1
M
(O<b<1)
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Funciones trigonomeétricas (sempre en radianes):

[unas definicionesantes: f sediceparsi f(—x)=f(x) eimparsi f(—x)=—(x) ;
f esdeperiodo T o T-periodica si f(x+T)=f(x) " x]

1 senx . tanx
COSsX funciones de

p periodo 2p. funcion de

™ senx es / periodo p
p/4 pl2 |mpar p p p eimpar
1-1 Yy COsX

€es par

N

Aceptaremos la definicion clésicade senx [dado un ndmero x , se toma
. el punto P sobrelacircunferenciaunidad tal que x sealalongitud del arco que
senx ¢ longitud x une (1,0) con P; & angulo orientado formado por las semirrectas que pasan por
¥ |1 ambos puntos es €l angulo de x radianesy senx eslacoordenada y de P],
cosx a pesar de que no es nada rigurosa, por basarse en el concepto de
longitud de una curva cuya definicién no tenemos bien definida [sele

puede dar rigor utilizando integrales, lo mismo que a senx : ver Spivak].

A partir del senx definimos: | cosx=sen(x+5) | " x y | tanx= % s xt D akp Kz,

Admitimos que sus gréficas son las de arribay suponemos conocidas todas sus propiedades clasicas. Breve repaso:
sen(kp)=cos(5 +kp)=tan(kp)=0 , sen(5 +2kp)=cos(2kp)=1, sen(-5 +2kp)=cos|(2k-1)p]=-1,
_ _1 _ _1 - _1 2 - 2= 1
seng —cosg =5 seng —cosg —2'\/5 , sen?1r —cos?1r —2'\/5 , sen?x+cos?x=1, l+tan X= 2

sen(a+b)=senacosb:+cosasenb , cos(atb)=cosacoshssenasenb , sen(2a)=2senacosa, cos(2a)=cos2a-serta,

senasenb= %[cos(a—b)—cos(a+b)] , cosacosb= %[cos(a—b)+cos(a+b)] , senacosb:%[w(a—b)+sen(a+b)] ,

soras 10028 20 14C0S2D) s cenb = 2sen®R oD | tan(aib):w L
2 2 2 2 1° tanatanb
P Para definir |as funciones trigonometricas inversas debemos restringir los
arcepsx intervalos de definicion paraque senx , cosx y tanx sean inyectivas:

arcsenx (dom=[-11],im=[-5,5]) eslainversade senx restringidaa [-5,5

arccosx (dom=[-1,1],im=[0,p] ) eslainversade cosx restringidaa [O,p] .

72
arctanx [ dom=R , im=(-5, %) Jesla P arctanx
inversa de tanx definida en (-5, §

J=p/2 —p/2

Acabamos con las funciones hiperbdlicas (seno, coseno y tangente hiperbdlicas) definidas " x por:

_1 X _1 X _ %
shx= 2 [ex—e ], chx= 2 [é(+e ], thx= X V me
Tienen propiedades similares alas trigonométricas shx e

(todas muy féciles de comprobar): ‘

[1EY

Ly

sh(—x)=—shx , ch(—x)=chx, th(—x)=-thx,
1

ch®x—sh2x =1, 1-th2x=-% , ...
ch2x
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2.2. LIMITES DE FUNCIONES. FUNCIONES CONTINUAS

Def: |t tiendea L (otienepor limite L ) cuando x tiende hacia a [ fO®. L 6 Jimfo)=L]
s " e>0 $d>0 tal quesi x cumple O<|x—al<d entonces [f(x)-L|<e
[ esdecir, " e>0 $d>0 tal ques xi B*(ad)p f(x)I B(L,e)]

[en la definicion estaimplicito que a esun punto interior de domfE {a} paraque f tengasentido en B* ; también
esta claro que no importa paranada el valor de f en a, ni siquierasi lafuncion estd o no definidaen el punto]

Gréficamente: Paratodo IH debe ser posible encontrar E21 L+e :
tal que .VA " esté dentro de labanda L;Hﬁll
[ evidentemente el d no es Unico: s hemos encontrado e —
un d nosvaetambién cualquier d* maés pequefio ] — 7 ae aae
Ejemplos:

f1(X) = X2 | Gréficamente esta claro que Jim, f10q = & paratodo a.
Comprobémoslo para a=0 . Dado cualquier d, tomando d:\/_e setiene que
si 0<|x—0|=|x|<d=\[e entonces [x>-0°|=|x|<e.

Paraotros a esdificil hallar el limite utilizando simplemente la definicion.
Sera un limitetrivial en cuanto dispongamos de |os teoremas que veremos. B

f,(x) = 3arct anl Estafuncion no esta definidaen 0O, pero veamos que fo(x)® 0 cuando x® 0.
2\ = X Paracuaquier e debeser [fo(x)|< e si |x| eslo suficientemente pequefio.

Como |x3arctan>% |£ g |x3|:g~ x|3, bastara tomar |x|<d=[2e/p]1/3 paraque |x3arctan>% |<e.

fo(x) = { 1 si x racional Intuitivamente parece claro que f3 no tiene limite paraningin a.
0 si x irracional Por gjemplo, L=1 no puede ser ¢l limite de f3(x) cuando x®a
1 (racional oirracional) pues por pequefio que seael d hay siempre

x del entorno (losirracionales) con |f3(x)—1[>e (paralos e<l ).
Lo mismo pasa con otros posibles limites. El préximo teorema
nos daréa unamanerafécil de formalizarlo.

=

[Lanegacién deque f® L cuando X® a eslo siguiente; existeun e tal que paratodo d existen Xx
con |x—al<d pero cumpliendo [f(x)-L|3 e (lanegacion de que en todaclase hay algin estudiante que,
s se examing, aprueba, es que hay una clase en que todos los estudiantes que se examinan suspenden)].

Teor:

Jim f(x) =L U toda sucesion{a}i domf—-{a} con a, ® a satisface f(an) ®,L

. p)"e$d/s O<|x—al<dp [f(x)-L|<e.Comoa®a $N/n*Nbp |g—a<d
y por tanto [f(g,)-L|<e, conlo quelasucesion {f(a,)} tiendea L .

U)S f(x) notiendea L existe e>0 ta que paratodo d>0 existe algin X
con O<|x—al<d pero [f(X)-L|>e . En particular, paratodo n existe
agin a, con O<|a,—a<l/n pero [f(a,)—L[>e : existe, pues, sucesion
{an} queconvergehacia a perocon {f(a,)} no tendiendo hacia L .

[Grecias a teorema, paraver que una f no tiene limite en a bastara encontrar una {an} (formada por puntos del

dominio) quetiendahacia a y tal que{f(ay)} diverja, o hien encontrar dos sucesiones{an} y {bn} talesque{f(an)} y

{f(bn)} tiendan hacia distintos limites. Por gemplo, f3 no tiene limiteen a yaque s {an} es una sucesion de

irracionaesy { by} deracionaestendiendo hacia a (siempre se pueden encontrar), f(an)® 0 mientras que f(bp)® 1 ;

este teorema nos sera muy Util ademas para otras cosas: para demostrar bastantes teoremas y para calcular limites de
sucesiones que alin no sabemos hacer utilizando |as potentes técnicas de limites de funciones)].
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fa(x) = { TeXSs | Estailveraue i fa®9 { “1sia<0 atomar d<jal).

1 si x>0 1 sia>0
_1\N
¢ —_— Parece que no tiene limite cuando x® 0. Sea an:% quetiendea 0.
S {fa(a)} =-1,1,-1,1,... esdivergente b f4 notienelimiteen x=0.

Sin embargo, tiendea 1 6 —1 si sblo nosfijamosen los x positivos o en los negativos (1o que no sucede con f3).
Esto nos llevaa definir los limites laterales:

Def: | f tiendea L por laderecha (izquierda) cuando x® a [Xlél’%_'_f(X):L (x'é)ma—f(x)zl‘ )]

s " e>0 $d>0 tal ques x cumple O<x-a<d ( O<a—x<d) entonces [f(x)-L|<e

[ lim fa0=-1, lim fa0)=1, lim fa(x) = lim, fa(x) = 1] . Esinmediato demostrar:

Teor: Jim f(x) =L U exigten Jim, f(x) y Jim_f(x) ,y coinciden con L

[por tanto, si no existe un limite lateral, o si existiendo no coinciden, no existe el limite de una f ]

Otras definicionesincluyen "¥ " (no son limites normales; como siempre ¥ es solo un simbolo):
Def:

lim f(x)=L [)(I@E')rp¥ f(x)=L] s "e0 $M/sx>M [x<M] p [f(x)-L|<e
lim f(x)=¥ [L%naf(x)=—¥] s "K $d>0/s O<|x—al<d p f(X)>K [ f(x)<K ]
lim f(x)=¥ s "K$M/sx>Mp f(x)>K [Andogamente Jim f(x)=—¥, lim f()=¥, .. ]

Un par de interpretaci ones geomeétricas.

/\.
f)®, L | I ,I ———

: 9, ¥

/
[ a

Ejemplos: Lafuncién f5(x):% tiendea O cuandox® ¥ pues " e>0 $M:i tal que si x>§ p |% -0Ol<e,

ytiendea ¥ cuandox® 0% pues " K $d:% tal que si 0<x—0<% b %>K.

fs()=vx +thx ® ¥ ,porque” K $M tal que fg()>Vx —1>K si x>M=(K+1)3.

Se pueden probar relaciones entre estos nuevos "limites' y los de sucesiones. Por gemplo:
Teor: Jim, f(x)=L U todasucesion {a,}®¥ cumple {f(a,)}®L .

Jim f(x)=¥ 0 todasucesion {a,}1 domf{a} con{a,}®a cumple {f(a,))}®¥ .

Como consecuencia de los limites de sucesiones se puede demostrar ahora facilmente:
Teor: : Z

fR.L, I M p frg® LM, f.g® L.M .S ademas M Op fig® L/M.
Lo anterior esvaido s sesutituye a por a*, a—, +¥ 0 —¥ .

Todas se demuestran igual. Por ggemplo, laprimera: Sea {a,}® a, a,! a. Por tender la suma de dos
sucesiones alasumade los limites: nlgén¥(fig)(aq):nlgén¥f(an)in|&g(aq):LiM P i (f£g)(x)=L=M

[se pueden probar directamente, como en los libros que tratan antes funciones que sucesiones; lade la+ por gjemplo:
"e, [f(X)+g(X)-L—M| £ |[f(X)-L|+|g(X)-M|< e si |x—a]<d=min{dy,d2} siendo d; y dy talesque:
[f(x)-L|<e/2 si |x—al<dy, |[g(X)-M|<e/2 si |x—al<dy (estos d existen por tener [imite f y g)].
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A partir del concepto de limite definimos € de continuidad. Ahora si importael vaor de f en a:

Def: |t escontinuaenun punto a (interior a dominiode f) s Jim f(x) =f(a) , esdecir,
s " e>0 $d>0 tal ques x cumple |[x—al<d entonces [f(x)—f(d)|<e.

[luego una f no escontinuasi no existe limite o no existe f(a) o si existiendo no coinciden]

Ejemplos. _—
Cuatro funciones continuas en cualquier punto a son: H]T

f(x)=c | : " e>0 paracuaquier d setiene que |x—al<d b |c—c|=0<e | 2

f(x)=x | : " e>0tomando d=e setiene que |[x—a<d=ep [x—al<e

f(x)=|x| | :" e>0 bastatomar d=e paraquesea ||x|-|al|£ [x—al<e s |x—al<d=e.

f(x)=senx | :" >0, |senx—sena = |2sen’;?cos™;?| £ 2|sen’}?| £ ZJXZ;aI <e s |x-al<d=e.

no es continuaen O, pues no esta definida en ese punto. Pero si definimos f5(0)=0 si
lo es, ya que, como vimos, f5(x) x 0 0. Si definiésemos f,(0)=7 seriadiscontinua.
[Perola f, deantes no puede hacerse continuaen 0, definamos como definamos f4(0), pues no posee limite en x=0 ]

— 3 1
fo(x) = x“arctan

Dd teorema analogo de limites se tiene la caracterizacion de la continuidad en términos de sucesiones.

Teor:|  escontinuaen a U toda sucesion {a,}i domf con an ®,a satisface f(an) @, L

[por tanto |im f(an) =f (lig &) si f escontinua(no, si esdiscontinua)]

Hemos definido la continuidad en un punto. En intervalos.

Def: | f escontinuaen (ab) s escontinuaentodo x de (ab)
f escontinuaen [ab] s escontinuaen (ab), Xl(grgj(x):f(a) y Xlg@rg_f(x):f(b)

[No podemos decir simplemente "continuaen todo Xi [a,b] ", pues a y b no son puntos interiores]

De los teoremas para los limites de funciones se deduce:

Teor:| g fy g soncontinuasen a entonces f+g, f-g, f.g son continuasen a.

Si ademas g(a)! 0, también é escontinuaen a.

Por ejemplo, lim (f.g)(X) = (propiedad delimites) = ljm f(x). Jim 9(x) =f(a).g(a) . Las otrasigual.

Teorl g continuaen a'y f continuaen g(a) p fog continuaen a.

a®a P 9(a)® g(a) b (fog)(an)=f(9(an)) @ f(g(a))=(fog)(a)

[g continua en a] [f continua en g(a)]

Teor:

f continuaen a y estrictamente monétonaen un entornode a b f-1 continuaen f(a) .

Supongamos f estrictamente creciente (s fuera decreciente, se demostraria andl ogamente).
" e buscamos d tal que |y—f(a)|l<d p [f-1(y)—-al<e

(osea, f(a)—d<y<f(a)+dp ae<f-l(y)<ate) f(a+e)
El dibujo sugieretomar d = min{f(at+e)—f(a),f(a)—f(a—€)}>0 . f 6@) I

Entonces. f(a)—-d<y<f(a)+d p f(a€)<y<f(ate) b ae<f-l(y)<ate

[ f(a)+dEf(are) , f(ae)Ef@-d] [ f-L crecientd] ae a ate
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Comprobemos, utilizando |os teoremas anteriores, que:
todaslas funciones elementales (descritas en 2.1) son continuas en su dominio:

Los polinomios P(x) = aox”+a1x“‘l+. ..+a, son continuos en todo R
(yaque son sumasy productos de funciones continuas en todo a deR).

L as funciones racional es (cocientes de polinomi os%()%) son continuas entodo a con Q(a)! 0.

Lasraices f(x)=vx son continuasen sudominio: R si n impar, R" si n par (en x=0, hablamos de
limite por laderecha), por ser inversas de funciones estrictamente crecientes y continuas.

L as funciones trigonomeétricas y sus inversas también son continuas en su dominio. En efecto:
Yavimosque senx eracontinua” a R. cosx = sen(x+g) es continua" apor ser composicion
defunciones continuas” a. tanx =2_> escontinuasi cosx! 0, esdecir,si x* S+kp kT Z.

COSX
arcsenx, arccosx son continuas en [—1,1] y arctanx " x por ser inversas de mondétonas continuas.

Parajustificar la continuidad de exponencialesy logaritmos, con la definicion que dimos, habria que

esperar d estudio de lasintegrales. El teorema fundamental de calculo integral nos asegurara que

logx = é th es continua " x>0 . De ahi deducimos la continuidad de las demas:

g escontinuaen R por ser inversade continua. Y por ser composicién de funciones continuas:

xPo &1°9% continua” x>0, b*e &!°9° (b>0) continua” x, log,x° :gg’g (b>0,b* 1) continua” x>0.

Las funciones hiperbdlicas, sumasy cocientes con denominador no nulo de continuas, [o son.

Combinando todo o anterior podemos afirmar que muchisimas funciones son continuas en casi
todos los puntos sin necesidad de aplicar la definicion (el trabgjo con los e o hemos hecho en los
teoremas, sobre todo en los de sucesiones, y solo para funciones muy raras habra que acudir a ellos).
&/(¢-1) tarctan[log(x2+1)]-cos3x + Vx

shx [3+arcsen§]

Por ejemplo, podemos afirmar que f(x) = escontinuaen (0,1)E(1,3] :

el numerador es continuo en [0,¥)—{ 1}, pues arctan[log(x2+1)]—co§x es continua " X [suma de composiciones
de continuas], laraiz escontinuaen {x¢ 0} y laexponencia loessi x! 1; el denominador escontinuo en [-3,3]
[por el arcsen(x/3) ] y s6lo seanulaen O [el arcsen como mucho vale —p/2 y s6lo sh(0)=0].

Teniendo tantas funciones continuas e calculo de limites no tiene ningunadificultad lamayoriade
las veces: bastara sustituir x por a enlaexpresion delafuncion. Por ggemplo f7(X)® f7(2) cuando
X® 2, por ser f7 continuaen 2. Otros limites, los indeterminados, si pueden ser dificiles decalcular
y habra que esperar a estudiar derivadas para hacerlo (por gemplo, € limitede f; s x® 0*, ya que
esdelaforma 0/0). Por Ultimo, hay otros limites también sencillos utilizando propiedades andlogas a
las de sucesiones (demostrables o basandose en aquellas, y utilizando |os teoremas que relacionan
l[imites de funcionesy de sucesiones, o bien directamente) que podemos esquematizar asi:

"CH¥ =¥ | "¥+¥=¥" | "acot+¥ =+¥"  "O.acot=0", "C.+¥=1¥"g c>0, "¥.¥=¥",

¢=0, =g, =¥ S=x¥ § 0, 'In¥)=¥", "ef=x", "e¥=0,

v v T:i¥ si ¢>0,

propiedades que hay que leer en € sentido de limites; por gemplo, "ct¥ =+¥" significaque si una
funciontiendea c yotraa +6—¥ (cuando x®a 6 a* 6 a& 6 +¥ 06 —¥ ), lasumade ambas
tiende, respectivamente, a + 6 —¥ . Lanotacion +0 (—0) significaque f® 0 siendo f>0 (f<0).

arctan[log2]—cos31+1
shi[3+arcsen(1/3)]

T) si x® 1" y f7(x)® s x® 1~].

[Con esto, setiene que f7(X)® ¥ ( C:¥

Como ocurriaen sucesiones, apesar de tanto teorema siguen quedando aln | as indeterminaciones:

0 ¥ ¥ 0 0
¥_¥ ) 0.¥ y 0 ] ¥ ] 1 ) O H ¥
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Vamos a calcular un primer limite indeterminado (sera inmediato en € futuro usando la regla de
L'Hopital o los polinomios de Taylor). Nos basamos en propiedades trigonométricas (basadas en la
no muy rigurosa definicion de senx , que ya hemos dicho que aceptamos) y en €l teorema:

Teor:

S fX)EgX)ENh(X) y limf=limh=LP limg=L (x® a,a*,a",+¥ 6 —¥ ,todosvalen)

pues L-e<f(x)Eg(X)Eh(x)<L+e p |g(x)-L|<e,y los< delos extremos se dan porque f,h® L .

senx

o =1 | S x>0, pord significado geométrico de senx y tanx: /_
senx senx tanx
SeNX<X< o P 1< <oex P COSX<= —<1 o
Como cosxx(Cg)o+ 1, el teoremade arriba prueba el limite para x>0 . o T
S x<0, por ser =™ = %X_X) , reducimos € limite d anterior. /

En € calculo de limites es, en ocasiones, conveniente realizar cambios de variable;

Teor: [t=g(x)] Si g escontinuaena,g(x!g(@s xtay @l f=L P Jinfe() =

[ casi igua que lademostracion de la continuidad de fog |

Teor:

_1 ) _ ) . ; _
| [t=-1 Jim f(1/x) = lim f(t) , lim f(1/x) = lim f(t) [Andlogoscon 0"y —¥ ]

[basta escribir las definiciones de los limites]

Ejemplos. Deduzcamos de lo anterior algin otro limite indeterminado. Del primer teorema, otro del tipo 0/0:
sen(x+5)
x% -5 Xx+5

Otro que exige un poco de ingenio (pero que sera muy fécil cuando estudiemos los desarrollos de Taylor):

sent

=1 [ t=g(x)=x+5 escontinua, noseanulasi xt-5y > ®1] .

1- cosx . 1 . 1-cos?x 1 .. senx

AT 2 T Trcosx 48h 2 =5 Jim <2

s . . 2 — I — .
Del segundo, €l limite delaforma ¥ .0 : XI&n¥x sen lim,—— =1 lim

Mas féciles de calcular son (no son indeterminados):

senx _ 2 . Senx
== E{n

_ acot
x% p/2 X p ' x®zx¥ X

=0 [ ly Iénoxsew =0 [ "0.acot" o reduciéndolo a anterior]

.z . ( ) - n(x ) -_— .
Complicandolo un poco: x(LSb =) éno i Ly 1

RO

cos(xz) =0.

Como ninguin teorema nos dice nada sobre el siguiente, tenemos que acudir ala definicion:

li tan(x?)
X®¥  x
y por tanto su gréficase sale de labandalimitadapor y=L+e e y=L—e seacud seael L .

no existe porque la funcién sevaal infinito infinitasveces (si x=[% +kp]“?)

También se pueden deducir limites de sucesiones gracias alos teoremas que |os rel acionan:
nlémé nzsen$ =1 [pues n? esunasucesic')n gquetiendea ¥ y f(x)—xsenl ® 1 cuando x® ¥ ,
0 hien, porque 2 ®0yg (x)—M ® 1 cuando x® 0]

Y s conocemos mas cosas sobre sucesiones, también sabemos mas sobre series:

a sennl €s convergente, porque an~f2 (acabamos de ver que 1?12 ®1)y a- 2 €s convergente.
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2.3. TEOREMAS SOBRE FUNCIONES CONTINUASEN INTERVALOS

Teor: f continuaen c y f(c)>0[<0] b existeun d>0 ta que f(x)>0[<0] s xi (c—d,c+d)

Dadoe=f(c) $d>0 /si [x—c|<dp [f(x)-f(c)l<f(c) P f(x)~F(c)>—f(c) P f(x)>0
[ si f(c)<0 tomamos e=—(c) ] c

Teor (de Bolzano para funciones continuas):
a f continuaen[ab] y f(a)<0<f(b) b existeagun ci (ab) ta que f(c)=0

[lagréficadef cortad eex en algin punto (el teorema no dice donde), tal vez en més de unol
Sea A={Xi [ab]: f(X)EOQ} . ALt (a A) Yy acotado superiormente (por b) b existe c=supA .
Veamos quef(c)=0: s f(c)<Op $d/f(x)<0en (c-d,c+d) y cnoseriacotasuperior __c iA
cotamés s f(c)>0p $d/f(x)>0 en (c-d,c+d) y habria cotas més pequefias
peq“‘*“g j c En ninguno de los dos casos ¢ podriaser € supremode A .

=0 es cota

Teor| ¢ continuaen[ab] P f tomatodoslos valores comprendidos entre f(8) y f(b)

™\
[normal mente tomara més a bl ] [si f no es continua, no tiene que tomarlos —Ja/j,tr ]

S f(a)<f(b),sea p con f(a)<p<f(b).Lafuncion g=f—p escontinuaen [ab] con g(a)<O<g(b) .
El teorema de Bolzano asegura que existe ci (a,b) con g(c)=0, es decir, con f(c)=p.
S f(a)>p>f(b), como —f escontinuay —f(a)<—p<—f(b) b $c (ab) tal que —f(c)=—p.

Hemos definido méximo de un conjunto, no de una funcion. De forma natural, se
/) definevalor méximo de f en Ai R como & maximo ddl conjunto f(A)={f(x):xi A}
(en caso de que exista). Andogamente se define valor minimode f en A

[lafuncion del dibujo no tiene valor méximo en [a,b] , aunque si valor minimo
(seacanzaen b y dichovalor es 0); estaclaro que no es continuaen [ab] |

Teor:

f continuaen [ab] p existen losvalores maximoy minimo def en[ab] M

—

Esdecir, existen y,Zl [ab] taesque f(2Ef(x)Ef(y) paratodo XI [ab]. ™

[estos y,z no tienen porque ser Gnicos, desde luego] a b
Veamos primero que f continuaen [ab] P f acotadaen [ab] (esdecir, f([ab]) acotado):

S f no estuviese acotada superiormente " ni N podriamos encontrar un xni I°[ab] con f(xp)>n .

Como {xn} acotada, existe {Xnj}® Xol | (por ser cerrado). Como f es continuaen xo tendriamos

f(xn)® f(Xo) , o que esimposi f)le pues {f(xn)} no esta acotada (>nj) y no puede converger.

[Andogamente se veriaque eﬁjta acotadainferi ormente]

Sea ahora M=supf(l) . Entonces existe {yn}1 | tal que M-1/n<f(yn)EM " n . Por tanto, f(yn)®M .

Podria{yn} no ser convergente pero, siendo acotada, existira {yn;} convergente hacia un yil .

Como f continuaen I, f(y)=lim{f(yn)}=M vy, por tanto, el supremo pertenece a f(l) .
[Analogamente 0 considerandd —f , seve qued infimo también se a canzal

El teoremano es cierto si se sustituye [a,b] por (a,b) o por [a,¥):

f(X)=1/x escontinuaen (0,1) pero no alcanza su Maximo ni su
minimo en (0,1) (ni siquiera esta acotada superiormente).

f(x)=x notiene maximo en [0,¥) (si, minimo); no esta acotada superiormente.

En lademostracién se ve que € teorema es valido en conjuntos cerrados y acotados
(selesllama compactos y son importantes en el célculo mas avanzado).
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Avanzamos ahora hacia la definicion de funcion uniformemente continua en un intervalo I:
f eracontinuaen | siloeraencadapunto x de | (Iimiteslaterales en los posibles extremosde | ), esdecir si

"xI |y "e existeun d(ex) tal que "yl | si |y—x|<d entonces [f(y)—f(x)|<e .

Consideremos f(x):% . En (0,1) sabemos que es continua:
"Xy "e existeun d tal quesi |y—x|<d b |$ —% |<e x

Perodadoun e seveque el d que debemos tomar es més pequefio

seglin consideremosun X mas pequefio. Intuitivamente esta claro que

no podemos encontrar un d que nos valga paratodoslos x de (0,1) :

por pequefioquesea d , s X es muy pequefio, la funcidon tomard 1
valoresmuy diferentesen (x—d,x+d) .

Para la misma funcién en [1,¥) , sin embargo, se ve que dado un e o~
existeun d queesvdlido paratodoslos x del intervalo (el que valga ]
para x=1 valdraparatambién paralos x>1). ’

Def: |t esuniformemente continuaen | s
" e existeun d(e) tal que " x,y1 | si |y—x|<d entonces [f(y)—f(x)|<e

Evidentemente: | f uniformementecontinuaen | b f continuaen | |, pero U esfalso en general:

Acabemos de formalizar que f(x)=1/x no es uniformemente continuaen (0,1) :
Sea e=1. Por pequefio que sea encontramos x,yl (0,1) con |y—x|<d pero |1/y—1/x |>e . Por gjemplo,

d . 3d 1 1,_3
x=, , y=d satisfacen |y-x|=-<d pero |§ —x |7 4>1 (pues d<1)

Formalizamos ahora que f(x)=1/x si esuniformemente continuaen [1,¥):

"e $d=e tal que " x,yl [L¥) con |y—x|<d P % —% | = thyxl £ ly—x|<e

Laimplicacion hacialaizquierdasi esvaidacuando I=[ab] :
Teor:

f continuaen [ab] P f uniformemente continuaen [a,b]

Por reduccion al absurdo. Supongamos alavez f continuay no uniformemente continuaen [a,b].
Existe, pues, >0 tal que " d>0 podemosencontrar x,y con |y—x|<d pero [f(y)-f(x)]*e . En
particular, paracada d=1/n tenemos{xn} {yn}i [ab] con |ynXnl<ln y [f(yn)—f(xp)|3e "n.
{xn} acotadap ${xn} convergenteaun c (i [ab] por ser cerrado) b f(xp)®f(c) (f continua).
Como |y y—Xny|<1/nj® O también f(yn)®f(c) y por tanto [f(yn)—F(Xn)|® 0, lo que estaen clara
contradiccion con el hecho de que [f(ym)—f(xn)[* € " nj .

[en la demostracién se ve que también este teorema seré valido en cualquier conjunto compacto]



